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Chapitre 4 : Application linéaires et théoreme du rang

K désigne Q, R ou C. L’objectif de ce chapitre est de décrire les applications linéaires, qui sont des
applications entre espaces vectoriels qui préservent la structure d’espace vectoriel, dans un sens que l'on
précisera.

1 Généralités

— Définition 1 N

Soient E et F' deux K-ev, et f: EE — F une application. f est dite K-linéaire si

1. pour tous z,y € E, f(x +y) = f(z) + f(y);
2. pour tous x € E et A € K, f(A\x) = Af(x).

\. J

Notation : On note L (E, F) 'ensemble des application K-linéaires de E vers F.

Exemples :

1. L’application nulle :

fg EF— F
z +— Op;
2. L’application identité :
d: F— F
T — T

3. La dérivation de polynomes :
d:R[X] — R[X]
P+ P
4. Autres exemples :
fi:R? —R
(z,y) — 2z — y;

fo:R? — R?
20 —y
(y)— | z+y |
2y

f3: R? — R?

(z,y) — (x_%y>,



f5 :RIX] — R
P— P(2);

fa:C([a,b],R) — R?

12g
9 <g(1)> '

Contrexemples : les deux applications suivantes ne sont pas linéaires :

g:R — R?

z— (22, 21);

te : R — R, (pour a # 0)
r—— T+ a.

,—[Proposition 2 (propriétés des applications linéaires)J

Soit f € Lx(E, F).
1. f(0g) =0F;
2. f(-z) =—f(=z);
3. fAm1 4+ Aoz + ... + Apzp) = Mif(x1) + Aaf(z2) + oo + Anf(2n) ;
4. Lx(E, F) est K-ev.

.

— Définition 3

Soit f € Lx(E, F).

Si E=F, f est appelée endomorphisme.

Si f est bijective, f est appelée isomorphisme.

Si f est a la fois un endomorphisme et un isomorphisme, f est appelée automorphisme.
Si FF =R, f est appelée forme linéaire.

Exemple d’automorphisme :

f3: R? — R?
r—=Yy
(z,y) — <x+y>

est un automorphisme. Son inverse est donnée par

()" B2 R
(u, ) —s (5) .

2



2 Image et noyau d’une application linéaire

— Définition 4 N

Soit f € Lx(E, F).
o ker(f) ={z € E, f(z) =0} est le noyau de f.
o im(f)={yeF, dxr € E, y= f(x)} est 'image de f.

\ J

,—| Proposition 5 N

im(f) et ker(f) est des sous-espaces vectoriels de F' et E, respectivement.

. J

Démonstration. Soient z,y € ker(f) et A € K. Montrons que Az + y € ker(f).
fQz+y) = Af(z)+ f(y) =0+0=0.
Soient u,v € im(f) et A € K. Montrons que Au+ v € im(f). On écrit u = f(z), z € Eet v= f(y), y € E.
Ainsi,
Au+v=Af(x)+ fly) = Az +y).
De plus, ces deux ensembles sont non-vides car Og € ker(f) et Op € im(f). O

Exemples :
On reprend les applications des exemples précédents :

1. ker(fo) = E; 1m(f0) = {OF}
2. ker(id) = {0} ; im(id) = E.
3. ker(f1) ={(z,y) € E, y=2z};im(f1) ={ueR, u=2z—y} =R.

u=x—2y
4. ker(fz) ={(z,y) € E, (z =2y, z+y 2y) = (0,0,0)} = {(0,0,0)}; im(f2) = plan v =z +y
w = 2y

Exercice : Trouver les noyaux et images des autres exemples.

— Définition 6 N

Soit f € Lx(E, F'). On appelle rang de f le nombre

rg(f) := dim (im(f)).

\. J

,—| Proposition 7 N

Soit f € Lx(E, F).
1. f injective <= ker(f) = {0g}.
2. f surjective <= im(f) = F.

\. J

Démonstration. 1. (=) Supposons f injective. Soit x € ker(f), montrons que x = 0. Par définition,
f(xz) =0.Or, f(0) =0. Comme f est injective, on conclut que x = 0.



(<) Supposons ker(f) = {0}. Soient z,y € E tels que f(z) = f(y). Montrons que z = y. On a
0=f(x)— f(y) = f(x —y), donc z — y € ker(f). Ainsi z —y = 0.
2. (=) Supposons [ surjective. Alors pour tout y € F, il existe x € E tel que y = f(x), donc y € im(f).
Ainsi, F C im(F). Or, il est clair que im(f) C F, donc F = im(f).
(<) Supposons que im(f) = F. Soit y € F. Alors y € im(F'), donc il existe x tel que y = f(x), donc
f est surjective.

O
,—| Proposition 8 \
Soient f € Lx(E,F) et {x1,x2,...x,} une famille de vecteurs de E.
1. Si f est injective et {x;}, est libre dans F, alors { f(x;)}, est libre dans F'.
2. Si f est surjective et {z;}, est génératrice de E, alors {f(z;)}, est génératrice de F'.
Démonstration. 1. Supposons f injective et {z;}, libre. Soient Ai,..., A, € K tels que >, A f(x;) = 0.

Montrons que tous les \; sont nuls. En utilisant la linéarité de f, on obtient que

f <zp: )\1.%@) =0.
i=1

Or, f est injective, donc son noyau est réduit & 0. Ainsi >-7_; \jz; = 0. Mais la famille {z;}, est libre,
donc tous les \; sont nuls.

2. Soity € F, y = f(x), x € E (car f surjective). Comme {x;}, est génératrice, on peut écrire x = }_; A\;z;.
Donc

y=flx)=f (Z /\iﬂfz’) = Z)\if(xi)-

Donc {f(z;)}, est génératrice de F'.

Théoréme 9

Deux K-ev de dimension finie sont isomorphes si et seulement si ils ont méme dimension.

Démonstration. Soient E et F' de dimension finie.
(=) Supposons qu’il existe un isomorphisme f : E — F, qui est donc injectif et surjectif. Soit {e;} une
base de E. Par le résultat précédent, {f(e;)} est une base de F'. Donc ils ont méme dimension.
(<) Supposons dim(E) = dim(F') = n, et notons {e;} une base de E. Alors

f:EF— K"
I
r = (x1€1 + ... + TpEp) —
Tn

est un isomorphisme. Ainsi ¥ = K". De méme, F' = K". Finalement £ = F.



,—[Théoréme 10 (Théoreme du rang)] \

Soient E, F' de dimension finie et f € Lx(E, F'). Alors

dimg (E) = rg(f) + dimg (ker(f)).

. J

Démonstration. Supposons dimg (E) = n, dimg (ker(f)) = r. Montrons que dim(im(f)) =n — r.
Soit {wi,...,w,} une base de ker(f). On peut compléter cette famille en une base de E : on note
{v1, ..., Up—r} une famille telle que {w1, ..., wy,v1,...,v,—,} soit une base de E. On pose alors

B={f(01), - F(tn )}
On va montrer que B est une base de im(f), ce qui prouvera que dim(im(f)) =n —r.
o 13 est génératrice. Soit y = f(z) € im(f). On écrit
T =MW1+ ... + oWy + p1v1 + oo + fp—pn — 7.

Ainsi,

=0
Yy = )\lf(wl) +...+ )‘T‘f(wr) + le(vl) +.+ ,un—rf(vn—r)
=04 pif(vi).
=1

e Best libre. Soient \; € K tels que >°7"71" A\; f(v;) = 0. Alors 77" X\ij(v;) € ker(f). Comme les w; forment
une base de ker(f), on écrit

n—r
Z Ai(vi) = a1v1 + ... + aywy, a; € K.
i=1

Ainsi, on a

a1v1 + ... + a;wy + Avr 4 oo + Ay Up—r = 0.

Mais {wi, ..., wr, v1, ..., Un—p } est une base de E, donc est libre. Ainsi on déduit que les a; et les \; sont
tous nuls. En particulier, B est libre.

~ Corollaire 11 \

Soit f € Lx(E, F'). Supposons dim(FE) = dim(F), finie. Alors

O]

f injective <= f surjective <= f bijective.

\. J

Démonstration. 11 suffit de montrer f injective <= f surjective.

f injective <= ker(f) = {0} < dim(F) = rg(f) par le théoréme du rang. Or, dim(F) = dim(F'), donc

dim(F') = rg(f). Finalement, on a montré que f injective <= F' = im(f), ce qui est équivalent a f surjective.
O

Remarque. FAUX en dimension infinie! Par exemple,
K[X] — K[X]
P— P

est surjective, mais pas injective.



3 Matrice d’une application linéaire

On a vu que f : E — F linéaire est entierement définie si on stipule les images par f des vecteurs de base
de E. Cela signifie que si B = {e;} est une base de E, alors la donnée de {f(e;)} détermine completement f :
r=2x1€1 + 2262 + ... + Tpe, € E = f(x) =21 f(e1) + w2f(e2) + ... + xnf(en) € F.

Ceci va permettre d’exprimer f sous forme de matrice.

3.1 Matrice associée a une application linéaire

Soient E, F' deux K-ev, dim(FE) = n, dim(F') = p. Soit f € Lx(F, F). On note B = {ey, ..., €, } une base de
E et B ={e1,...,ep} une base de F. On peut alors écrire les équations suivantes, en décomposant les images
des vecteurs de la base B dans la base B’ :

f(el) =ai1 €1 +... +ap1&p
f(eg) =a2€1+... +ap2€p
flen) = aiper+... + apnep

On obtient alors la matrice de f dans les bases B et B’ en écrivant dans le colonne i les composantes du
vecteur f(e;) dans la base B :

allp a2 A1n
as1 a2 a9,
Matgw(f)=1| . . . . |=(ai)i
apl Qp2 ... Gpp
T 1 T

fler) fle2) f(en)

Remarque.
e La matrice dépend clairement du choix des bases;
e Si f est un endomorphisme, on prend B = B’ et on note alors Matg(f).

,—[Proposition 12] \

Soient E, F' deux K-ev, de dimension n et p respectivement, et munis des bases B pour E et B’
pour F. Alors

a: Lg(E, F) — Mp,(K)
f— Matg p(f)

est un isomorphisme de K-ev.

Remarque. Cela signifie qu’il est équivalent de se donner une application linéaire de F vers F' ou une matrice
de My, (K). En particulier, pour A € Ket f,g € Lx(E, F),

Matg 5 (Af + g) = AMatg g (f) + Matg 5/(9)-

De plus, dimg (Lx(F, F)) = np.



Exemples :
1. Application identité :
id:F— F

T —z,

avec dim(E) = n et B une base de E. Alors Matg(id) = I,,.

2. Projection : soit £ = R? muni de la base canonique {e1,es}.
p1:R?2 — R?
(z,y) — (2,0).
o 10
On calcule : p1(e1) = e1, pi(e2) = 0. Ainsi, Mat(p;) = <0 0).

3. Rotation : E = R?, muni de la base canonique. Soit # € R. On regarde 'application f qui effectue une
rotation d’angle 6.

) = -s0 021(9)

NN

cosf —sin 9)

On obtient Mat(f) = (sinQ cos 6

4. On note {e1,e2} la base canonique de R? et {e1,e2,e3} celle de R®. On considere

f:R®—R?
(‘T’yvz) — (l’-y,Z—y).

On calcule : f(e1) =¢e1; f(e2) —e1 —e2; f(e3) = €2. On trouve donc

T

L’importance de ce point de vue est mis en lumiere par la proposition suivante :

,—[Proposition 13} \

Soient E, F' deux K-ev. On note B = (e;)1<i<n une base de E, et B’ = (£;)1<i<, une base de F.
Soit f € Lx(E,F). Si x € E, on I’écrit sous forme d’'un vecteur colonne X avec ses coordonnées
dans la base B. De méme, on écrit f(x) sous la forme d’un vecteur colonne Y dans la base B’. Alors

Y = Mat&B/(f) - X.




z1

€2
Note : Si x = z1e1 + ... + zpepn, alors X =
Tn
1
. T2
Démonstration. Notons Mat(f) = (am)ézgﬁ Alors f(ej) =>F ja;e.S1 X = | | € E, alors
Tn,
n n P n p
FX) =Y "mfle)) =D a5 Y agjen =YD agTich = Y Y€k -
j=1 j=1 k=1 k=1j=1 k=1
———
Y
Y1
Y2
On a montré que Y = f(z) = | . | dans la base B’. D’autre part, un calcul matriciel rapide montre que
Yp
Mat(f)X =Y. O
Exemple : Dans R? muni de la base canonique, quelle est Pimage du vecteur (3,2) par f la rotation d’angle
g7
cosk —sinZk V31
at(f) at(f) (sing cos § ) < % @
Donc :

,—[Proposition 14}

Soient E, F,G trois K-ev, de dimension finie, munis des bases B, B’ B”. Soient f € Lx(E,F) et
g € Lx(F,G). Alors

Matg g (g o f) = Matg g (g) - Matg g/(f).

\.

Remarque. Si f est bijective, cette proposition implique que Mat(f~!) = Mat(f)~!.

Changement de base. Comment un changement de base affecte la représentation matricielle d’une application ?
On considere f € Lk(E, F), avec B,B’ deux bases de E et C,C’ deux bases de F. Si A = Matgc(f), que
valent Maty o/ (f), Matg ¢(f) et Matg o (f) 7

,—[Proposition 15}

Soit f € Lg(E,F), B,B" deux bases de E et C,C’ deux bases de F. On note A = Matgc(f),
A/ = MatB/,c/(f), P = PB—)B/ et Q = PC—)C/’ AIOI'S

A =QtAP.




